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ビー玉スターリ ングエ ンジンの動力学モデル
Dynamical Model of Stirling Engine Systems Using Marble-displacers 
猪 本 修*
INOMOT0 Osamu
スターリ ングエンジンは, 気体の膨張 ・ 収縮によって熱エネルギーを仕事に変換する外燃機関である。 気体の熱交換は
デイスプレーサ ・ ピス ト ンによって制御 されるが, これをガラス球に置き換えて教材化したものがビ一玉スターリ ングエ
ンジンである。 本研究ではその動作を端的に表す動力学モデルを構築し, 力学特性を詳しく調べた。 その結果, 系の挙動
が気体の体積とガラス球の変位を状態変数とする常微分方程式で記述できること, ガラス球の変位により負性微分抵抗が
生じることで系の体積振動が発現すること, さらにその振動数が系のサイズに依存することなどが示された。
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リ ングエ ンジン(SE) とは, 外部から供給される熱エ
ネルギーを気体の膨張 ・ 収縮を通して力学的仕事に変換
する熱機関であり, 高い熱効率と静音性を特徴とする外
燃機関のひとつである' ) 5)。 SE の熱サイ クルは理想的
には定積加熱・ 等温膨張 ・ 定積冷却 ・ 等温収縮の4 過程
から成り, その熱効率はカルノ ー サイ クルの熱効率に等
しい。 典型的なSEは 2 つの熱交換器 (高温熱源と低温
熱源) , デイスプレーサ ・ ピスト ン(DP) , パワー ・ ピ
スト ン(PP) , 熱再生器, および作動気体から構成され
る。 作動気体が封入されたチャンバーは2 つの熱源に接




割を果たす。 このとき, DPはPPに対して位相差π/2 で
連動するよう になっているため, 気体の体積変化がその




ビ一玉”(ガラス球) に置き換えて, 工業 ・ 技術教育
用途に教材化したものが土田らによって考案された6) 9)。 
この装置は ビ一玉エ ンジンあるいは ビ一玉ス タ ーリ ング
エンジン (SE using marble-displacers, SEM) などと称
され, 高校の物理教育にも取り入れられている'°) '2)。 



















いま, ガラス球が高温熱源 ( アルコールランプ) から
離れた状態で試験管の一端を加熱すると(図 2 a, Q,n> 





が遮断され, 排熱される (図 2 b, Q。u,< 0 )。 その結果, 
気体が収縮してシリ ンジ内の体積が減少し, 試験管が回
転してガラス球がアルコールランプから遠ざかり, 熱供
給が回復する。 こう して図2 の2状態 (a) , (b) が繰り
返されることになる。 
(b) 
図 2 SEM動作の2 状態。(a) 収縮, (b) 膨張状態
SEM の一連の動作が SEの理想的な熱的過程に従う と
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図 3 SEMの熱サイクル
さて, 教材化されたこの熱機関はエ ンジンと しての機
能と と もに自励振動子と しての側面をもつ。 すなわち






な (非振動性の) エネルギーの流れが存在するが, これ
を駆動力としてしばしば自励振動が生じる。 自励振動は
鹿威し (弛張発振) や弦楽器の擦弦 (摩擦振動) など, 
自発的 ・ 自律的な振動のメ カニズムとして身のまわりの
さまざまな局面に発現する。 自励振動を記述する代表的
なモデルと してはvan der Pol 方程式がよく知られてい
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るが, このモデルは例えばエサキダイオー ドのよう な負
性微分抵抗特性を示す非線形素子を含む回路方程式から



























SEM の装置は図 1 に示すとおり, シリ ンジ(硬質耐
熱ガラス製, 容量 2 mL) , 試験管 (ガラス製, 内径13mm, 
長さ150mm) , ガラス球5個 (直径12mm) , およびアルコー
ルランプ (メ タノ ールを燃料とする) から構成される。 
シリ ンジと試験管はシリ コンチューブと ゴム栓で連結さ
れており, それらに封入された常温常圧の空気が系の作
動気体となる。 気体の体積は実験開始時(加熱前) にお
いて約14mL であった。 シリ ンジのプラ ンジヤ(可動ピ
スト ン) 頭部は底面に固定され, シリ ンジ外筒が自由に
動く ように配置された。 試験管はその中央部分が支点と
して支持され, そのまわり を自由に回転するようにした。 





気体の体積の測定結果を図4 に示す。 気体の膨張 ・ 収
縮に伴って, 試験管の角度は水平状態から lθ1.<_2.9° の





































SEM においては, DP と してのガラス球の運動によっ
て熱の流れが制御され, 作動気体の体積が変化するとと
もに, ガラス球の動きにフイー ドバツクする。 これによっ
て気体の体積とガラス球の重心が一定の位相差を保ちつ
つ振動する。 このことから, 気体の体積 v とガラス球の
重心の変位 xおよび速度x を系の状態変数と してモデル
を立式することができる。
まず気体の状態変化のう ち, 2 つの等温過程について
考える。 作動気体(空気) は理想気体と見做すことがで
きるものとする。 また単位時間あたりに系に供給される
熱量はガラス球の重心の変位に依存して, w= w(.x) と
する。 ただしガラス球はDP と して機能するので, x> 
0のときw(x) < 0であり, x< 0のときw(x) > 0であ
る。 またx> 0が十分に大きいときw(x) = w,< 0であり, 
x< 0が十分に小さいときw(x;) = w2> 0であるとする。 
等温過程においては気体が外部にする仕事と気体が得る
熱量のあいだにエネルギー保存則が成り立つことから, 




V = V (2) 
93 
が得られる。 ただしi, は vの時間変化率 dv/dt を表し, n, 
R はそれぞれ気体の物質量および気体定数である。 また
Tは気体の温度であり, 等温収縮過程で T= T,, 等温膨
張過程で T= T2 とする。
式 (2) の係数w/nRTは ;x; に依存するので, これをf (x) 
とおく。 この関数は凡そ図5 のよう な連続関数になって
いるものと考えられるが, ここでは、;,cl が十分に小さい
ものと して, f :;,c) = coo と表すことにする(ただしαは
正の定数)。 すると式(2) は, 









図 5 関数 f (x) の概形
なお定積過程については, 系がその過程に滞在するあ
いだに熱量の移動のみが起こり, それによって温度T,, 








気体の体積は収縮状態 v, と膨張状態v2 のあいだを振
動するものと し, 気体の体積が平均値 v。= (v,十v2) /2 の
とき試験管が水平な状態にあるものとする。 また試験管
に沿って固定した座標を 軸とし, 試験管の中央の位置
(支点の位置) を :,c= 0 とする。 気体の体積vが v。より
大きく なると, 試験管が支点のまわりに角度θだけ回転
するものとする。 角度θは気体の体積vの関数として表
すことができて, シリ ンジの断面積s と試験管の長さ1 
に対してsinθ= 2(v-v。) /SI とできる (図 6 )。 するとガ
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図 6 ガラス球の運動と座標




る連立常微分方程式(3) , (4) が得られた。 変数t, :x:, v 
をスケー リ ングによって無次元化すると, 8=
c= 2v。/SI に対して
v = - (v十1)χ (5)
εX = CV- X
となる (ただしvは正または負であるがv> 1 を満た
す)。式(5) はさらに3 階常微分方程式として
εx + (1 + εx)x + xx + ex = 0 (6)
となる(ただし -t > c)。 ここでガラス球の運動に関し
て慣性項が無視できるとすると (8→ 0 )
χ十χχ十 cχ = 0 (7)
となり, 系のダイナミ クスに関する2 次元モデルが得ら
れる。 以下では, この2次元モデル (7) について解析
および考察を行う。 
4 . 数値解析
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図7 v, x の時系列 (初期値 v(0)= 0 , x(0)= 0.1) 
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ルンゲー ク ッタ法によって数値的に解析した。
まず, パラメータと初期値をc= 1 , v(0)= 0 , x(0)= 0.1 






















0 5 10 15 20 
0 5 10 15 20
t




が低熱源側 (. < 0 ) から高熱源側 (. > 0 ) へ移動す
るときの速さは, 逆の場合に比べて大きい。 
さらに, 振動の初期値依存性を調べた。 c= 1 , v(0)= 
0 として, )c(0) を0.1から0.9まで0.1間隔で大きく したと
きの (v, x) 相平面上の解軌道を図9 に示す。 この図か
ら, 初期値が小さいときの解の挙動はほぼ円軌道である
が, 初期値とともに軌道が次第に大きく なり, またv軸
に沿って非対称になることが分かる。 これはvに下限値




























図 9 初期値に対する解軌道の変化 (初期条件は本文を
参照) 
ビー 玉スターリ ングエ ンジンの動力学モデル
5 . 考察
SEの特徴は, 密閉された作動気体が2 つの熱源との











に, 2 変数 v, xの位相差はπ/2 radであった (図 7 )。 数
値解の挙動は初期値に応じてその軌道が定まり, 初期値
とともに系の力学的エネルギーが大きく なったが(図 9 ) , 
初期値が大きい場合の実験データは得られていない。 モ
デル方程式からは, 振幅が小さいときの体積振動の振動
数は係数 c によって決まり, 1/ すなわちシステムサ
イズに依存すると考えられるが, 本研究では測定されて
いない。 また, 数値解析とは異なり, 実験的には時間と
ともに体積振動の振幅が減少しつつ停止するが, これは
( i) 系と外部との熱移動が2 つの熱源において均衡を保つ
ていないこ と, ( ii) 装置が動作するあいだにガラス球
が加熱されて高温熱源と してはたら く こ と, そして
( iii) ガラス球が互いに密着して転がり運動をしないた




一般に, 2 つの状態変数で記述される力学系は, それ
がリエナー ル方程式:x:十f (x) ;x十g(x) x= 0 の形であれば
振動解をもつことが知られており, 係数 f (x) , g(x) の
非線形性が系の特性を決める'6)。 モデル方程式 (7) は
振動解をもつが, リ ミ ットサイクルは存在しないことが
リエナー ルの定理から明らかである。 また粘性項の符号
はガラス球の変位に応じて正と負のあいだで周期的に交
替し, x> 0のとき (ガラス球が高温熱源に近いとき) 
は正の粘性抵抗, x< 0のときは負の粘性抵抗 (負性微
分抵抗) となる。 これらは系に対するエネルギーの供給
と散逸を表している。 このときエネルギー積分の時間平



















変数とする2 階常微分方程式で記述された。 SEM はDP 
と してのガラス球によって気体の体積振動を発現するも
のであるから, これは往還球体による体積振動子 (shut- 




以上のよう に, SEは熱機関と しての応用面のみなら
ず, 自励振動を呈する物理系としても面白い。 高校の物
理教育においては, SEM を熱機関の教材と して扱われ





1 ) Walker, G., Stirling Engines, Oxford Univ. Press
(1980) .
2 ) West, C.D., Stirling Engines and Irrigation Pumping,
Oak Ridge National Lab. (1987) .
3 ) Kolin, 1., Stirling Motor - History, Theory, Practice,
Zagreb Univ. Pub. (1991) .
4 ) Hargreaves, C M., The Philips Stirling Engine, Elsev-
ier Sci. Pub. (1991) .
5 ) Organ, A.J., The Regenerator and the Stirling Engine,
Mech. Eng. Pub. (1997) .
6 ) 土田三郎, 教材用 Stirling Engine, 関東地区機械工
業教育研究協議会研究協議資料 (1993) .
7 ) 土田三郎, エネルギー教育における教材用スターリ
ングエ ンジンの利用, 太陽エネルギー v ol. 24, 13
(1998) .
8 ) 浜口和洋, 平田宏一, 土田三郎, 松尾政弘, 岩本昭一,
工学教育のための模型スターリ ングエ ンジンの開発と
性能試験, 設計工学 vol. 31, 259 (1996) .
9 ) 浜口和洋, 模型スターリ ングエンジンを用いた実感
教育, 応用物理教育 v ol. 20, 55 (1996). 
猪 本 修
10) 喜多誠, 小学生向けビー 玉スターリ ングエンジンを
手元に置こう, 物理教育通信 v ol. 83, 105 (1996) .
11) 喜多誠, ビ一玉スターリ ングエ ンジンの作成, 物理
教育通信 vol. 90, 93 (1997).
12 ) 東京大学教養学部附属教養教育開発機構, 見て体験
し て物理がわかる実験 ガイ ド, 学術図書出版社
(2007) .
13) 安孫子和弘, 田代貴美, ビ一玉スターリ ングエンジ
ンの熱力学的考察, 物理教育 v ol. 59, 54 (2011) .
14) Grasman, J., Asymptotic Methods for Relaxation
Oscillations and Applications, Springer-Verlag (1987) . 
15) Ginoux, J.-M., Lete11ier, C., Van der Pol and the his-
tory of relaxation oscillations: Toward the emergence of 
a concept, Chaos 22, 023120 (2012) .
16) Strogatz, S.H., Nonlinear dynamics and Chaos, 2nd
Ed., Westview Press (2015). 
96 
